Grado en Matematicas

Ejercicios de Andlisis Funcional — Relacién 1 - Espacios narados. Conceptos
basicos (para hacer en clase)

1. Prueba que en todo espacio normado|| ||) se verifica la desigualdad:
llz =yl = llz = ull] < llz = 2l + [ly = ull

Deduce que
Nz =zl =z =yl <llz =yl |zl = llyll| < ll= £yl

2. Sead un subconjunto no vacio de un espacio normdddéara todac € X se define
dist(z, A) = inf {||x — a| : a€ A}
Prueba que:

a) |dist(z, A) — dist(y, A)| < ||z — y].

b) dist(z, A) = dist(z, A) y x € A si, y s6lo sidist(z, 4) = 0.

c) dist(Az, AA) = |A| dist(x, A), y dist(x + y, A + B) < dist(z, A) + dist(y, B). En parti-
cular, siA es un subespacio vectorial &ela aplicacionz — dist(z, A) es una seminorma
enx.

d) Si A es un subespacio vectorial &8y z — x € A entonceslist(z, A) = dist(z, A)
€) Si A es un subespacio vectorial cerradaXigdefiniendd|z + A|| = dist(z, A) se obtiene
una norma en el espacio vectorial cocielteA.

3. @) Sean X, | . |l1) e (Y, || . ||2) espacios normados solke En el espacio vectorial producto

X x Y se define:
(@, y)|I = max {[lz]l1, lyll2}

Prueba quéd| . || es una norma eiX x Y y que la topologia de dicha norma es la topologia
productoenX x Y.
b) Sea( X, | . ||) un espacio normado. Prueba que las aplicaciomgg — a+by (A, ) — Az,
deX x X ydeK x X enX, son continuas considerando en cada caso las respecfidagias
producto.

4. SeaX un espacio normado y seany € X tales qué|z + y|| = ||z|| + |ly||. Prueba que para
todosa > 0, 8 > 0 se verifica quélax + By|| = o z|| + B]y]|-

5. SeaX un espacio normado. ¢,Qué relacién hay entre la siguieeteafirmaciones?:

a) Existen vectores, y € X linealmente independientes tales duet y|| = ||z|| + ||y
b) Existen vectores, y € X linealmente independientes cfpn|| = ||y|| = ITW‘ =1

c) Existe un segmente, v] = {(1 —t)u +tv : 0 < ¢t < 1} conu # v que esta contenido en la
esfera unidad d&.
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6. SeaX un espacio normada,y € X y r > 0,s > 0 tales queB(z,r) C B(y, s). Prueba que
lly — z|| < s — r. Deduce que s{B,} es una sucesion decreciente de bolas{eantonces
los radios de dichas bolas son una sucesion decrecientecgmtios de dichas bolas son una
sucesion de Cauchy.

7. Criterio de complitud de Cantor. Prueba que un espacio normakie@s completo si, y sélo si,
para toda sucesiofF,, } de subconjuntos cerrados no vaciosléal queF,, 1 C F,, paratodo
neN, ylim{diam(F,,)} = 0, se verifica queﬂ F, #0.

neN
Da un ejemplo de una sucesidt,,} de conjuntos cerrados no vacios Reverificando que
F,.+1 C F, paratodon €Ny cuya interseccion es vacia.

Sugerencia. En un sentido basta tomar un punto en Eadin el otro se toman comB,, los
cierres de las colas de la sucesién.
8. Sea{x,} una sucesion de Cauchy en un espacio normfad®rueba que existe una sucesion

. . 1
parcial{z,)} = {yr} que verifica qué|y,+1 — yi|| < o7 para todok €N.

9. SeaX un espacio vectorial de dimension infinitgy; : i € I} una base algebraica del mismo.

Parax = Z Aiu; (s6lo hay un namero finito de sumandos no nulos) se define:
i€l

el =Y Al llwlloe = méx{INif s i€ 1}
iel
Prueba qud ||1 ¥ || ||« SOn dos normas el no equivalentes.

10. SeaX un espacio hormado}/ un subespacio vectorial dé con M # X. Prueba qué/ tiene
interior vacio yM es un espacio vectorial dé. Dado un conjunto no vacid C X prueba que
Lin(A) es el mas pequefio subespacio cerrad& dgie contiene al.

11. Criterio de complitud por series. Prueba que un espacio normado es completo si, y solo si, toda
serie normalmente convergente es convergente.

12. Sea” un conjunto convexoy simétrice; = —C, en un espacio normado y supongamos@ue
tiene interior no vacio. Prueba q@kes un entorno de cero.
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